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IGUALDAD DEFINICIONAL DE
EXPRESIONES MATEMATICAS

EMN LA LOBICA INTUITIVA

RESUMEN

En este trabajoc es presentada una especifticacidn fTormal de
expresiones matematicas e igusldad definicional; basada en la Teoria
de Expresiones de Per Martin-LBT.

Per Martin—-LBf ha desarvrollado una teoria de expresiones donde las
definiciones son eliminables y la igualdad entre expresiones es
decidible. Dicha teoria == basa en el concepto de  aridad
{(funcionalidad) de expresiones como mecanismo para controlar la
formacion de expresiones bien-formadas.

En esta monografia, se propone un tipo abstracto de expresiones,
se analiza la expansion de expresiones (eliminacion de definiciones).
% finalmente se expone un procedimiento para decidir igualdad
definicional entre expresiones de la misma aridad.



INTRODUCCION

La Teoria de Tipos de Per Martin- L8f puede ser interpretada como
una aplicacidén de la Légica Intuitiva a la ciencia de la Computacidn.

Esta teoria presenta un cuerpo unificedo para implementar la
actividad de especificacidny construccidn vy verificaecidn de programas.
Fue originalmente desarrollada como una formalizacion de la matematica
constructiva, con  la cualidad gue su lenguaje consagra la ocurrencia
de demostraciones sn las proposicioness Yy Como Cconsecuencias, las
proposiciones pueden expresar propiedades de las demostraciones. Esta
facilidad tiene importantes consecuencias para 1la Teoria de Tipoes
considerada como un lenguaje de programacion.

El lenauaje de la Teoria de Tipos

En la Teoria de Tipos,; las expresiones son contruidas a partir de
variables vy constantes por medio de la aplicacion y la abstraccion
Tuncional. Aungue el lenguajes en apariencia, puede presentar
seme janzas con el Calcule Lambda, no es libre de tipos en el sentido
de diche calculo. Posee mas restricciones con respectoc a las formas
gue una expresion bien—formada (wfe) puede tener.

El uso de la npocidn de "aridad de una expresion” —-la cual describe
su funcionalidad--; para imponer las restricciones apropiadas sobre las
formas de aplicacion gue son legitimass ha =sido sugerido por Per
Martin-L8T.

Dose importantes consecuencias de esta sugerencia concentran la
atencion de este trabajo:

- las definicicnes en una expresion son eliminables
- la igualdad definicional entre expresiones es decidible.



1. EXPRESIONES E IGUALDAD DEFINICIONAL
Este capitulo esta basado en Nordstrém [13.
Como son construidas las expresiones 7

Una manera posible y natural es permitir gue las expresiones en
general, sean consetruidas a partir de variaebles vy constantes
primitivas por medio de la aplicacidn vy la abstraccion funcional. Este
ez, tambieén, el analisis gue han hecho Church, Curry vy sus sequidoyres
enn Lédgica Combinatoria.

Sin embargo, hay dos consecuencias no naturales de esta definicion.
Una es gue se puede aplicar, por ejemplos la expresidn succs gue
representa  la funcidn sucesor, a tantas expresiones como se desee vy
formar expresiones como succi{x?){x), aun cuando la funcidn sucesor solo
tiene un argumento. La otra es gue la autocaplicacidn esta permitidas
se puede formar, por ej., succisucc). La autoaplicacidns conjuntamente
con la definicidn

({x)bl){a) t=: bla/x]

donde :=: denota igualdad definicional, conduce a expresiones en las
gue no se pueden eliminar definiciones.

Esto puede constatarse a traves del conoccido sjemplo

COdI R )OI i) ) s=3 {({xIx{x»I{{xIn{x)) =35 ...
Segun  Church [31 sabemoss por lo tante; gue si analizames la igualdad
definicional entre dos expresiones en esta  teoria, no sera siempre
decidible si las expresiones son iguales definicionalmente.
Para ryesolver estas limitaciones Per Martin--L8T ha sugerido,

retornande a Frege [431, gue con cada expresion deberia asoc1arse una
aridad, describiendo la funcionalidad de la expresitn.

1.1 La aridad de una sxpresion.

Utilizaremos las siguientes convenciones notaciocnales:

bi{als..san) en lugar de b(al)(a2)... {(an)
(xls..oxndd en lugar de (x1){(x2)... (xn)d
(wly..swn) en lugar de (wl){w2)... (wn)

Si wls;..swn (n>@) son aridades; entonces (wls..swn) s wuna aridad.
PFara n=90 se obtiene la aridsad de una expresion saturada {completa) v
se denota () o @.

Para n>g {wils..own) & la aridad de expresiones no saturadas
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(incompletas, funcionales) las gque aplicadas a n expresiones de aridad
wl,..own , se saturan.

Cada variable y cada constante primitiva (predefinida) tienen una
aridad asociada a ella.

A modo de ejemplo aclaratorio se presentan algunas expresiones vy
sus respectivas aridades.

expresion aridad
b - ]
1 ..... g
sSUCC - (@)
plus - (@,a)
succ{l) - 9]
plus(1l) - (@)
plus(succ{l),x) - L]

1.2 Bue e= una expresion de aridad w 7

Nordstrdm [1] define lo que es una expresidn de una cierta aridads
primero se refiere a expresiones saturadas, lueqo las no saturadas.

1. S1a *» es una variable de aridad (wls..swn) vy al,..,an son
expresiones de aridadea wl,;..,wn ; respectivamente , entonces

x{aly..r an) es una expresion saturada.

2. Si © es wuna constante de aridad (Wiy.oown) vy als,..,an son
expresiones de aridades wl;..swn . respectivamente ; entonces

c{als..>an) es una expresidon saturads.

3. Sis en una definicidn abreviatoria, el definiens (miembro derecho)
25 una expresion saturada, entonces también 1o es el definiendum
(miembro izguierdo).

. 81 bixis..sxn) es una expresidén saturada, donde xl;..;¥n son
variables de aridades wls..swn respectivamente, gue no  ocurven
libres en b, entonces b es una expresion de aridad (wly..swnl.

1.2 PFeglas de fTormacidén de expresiones.
Nordtrtmil1l define las redlas de formacidn de expresiones como
sigue:

1. Variables - Una variable de aridad w es una expresion de aridad w.



2. Constantes Primitivas — Una constante primitiva de aridad w s una
expresidn de aridad w.

3. Constantes Definidas - Si b es una expresidn saturada sin otras
variables libres gue xls..s¥n de aridades wls..;wn respectivamente,; vy
la constante © de aridad wl;..,wn es definida explicitamente por b,
entonces C 2s una expresion de aridad w.

4, Abstraccion - Si1 v es una expresion de aridad (vis..svn) y x1,..s%m
son variables de aridsd wl;..swm respectivamente, entonces (xls..sxm)b
2s una expresion de aridad (wil;..swmyvis..svn)

3. Aplicacion - 81 Cc es una expresidn de aridad (wls..swmesvis.onsvn) vy
xly..:%m son variables de aridades wl...,wm respectivamente, entonces
Cixls..sXm) 28 una expresidén de aridad (vli,..;vn).

6. Substitucidn — Es posible substituilr variables por expresiones:

Si b es una expresién de aridad ws posiblemente conteniendo
ocurrencias libres de las variables xl;..;xn de aridades vis..;vm
respectivamente, y als...an son expresiones de estas aridades,

entonces blals..sam / xls..:xml] es una expresion de aridad w.
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- UM TIPO ABSTRACTO DE EXPRESIONES

2.1 Sobre el disero.

El primer paso en la especificacidn de expresiones s caracterizay
un conjunto de funciones gue definan la sintaxis abstracta de una
expresidn arbitraria.

e conjunto de Tunciones sigen estrechamente las reglas de
Tormacidn de expresiones descriptas en [1.371. S3in embargos no hay
contraparte para la regla & —~substitucidn- v la regla 5 se generaliz

tal gue las expresiones son aceptadas como operandos.
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Z.1.1 Identificadores vy 1 a3s - Se asume gue los siguientes conjun

ist
v Tunciones estan dispuonibl

a. Id, el conjunto de los identificadores.

= egual : Id » Id - -> Hool
. Para cada conjunte 6, List{(A) es el conjunto de todas las listas
con elementos de A, Se dispones ademas, del siguiente grupo de
funciones para construilr v seleccionar listas.

- # H -=> List{(A)
e H 8 v Listif) > List(a)
e smphy H List{a) --~> Bool
—— first 2 List{(a) - - £
- rest H List(Aa) e o List(A)
smptyvi{ri=true
empbtyia.lli=false

De acuerdo con las reglas de formacion de expresiones Li1.273,
podemos definir las siguientes fTunciones para construie expresiones a
P =
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-- cr_var : Id -2 Var
-—- cr_cont 3 Id —-> Const
-— cr_abs s List(var) X Exp - -> Exp

cr.abs{lxse) construye (lx)e
- cr_appl s Exp x List(Exp) --> Exp

cr.appl(esle) construye e(le)

donde Var y Const son subconjuntos del conjunto Exp:

Exp — El conjunto de las expresiones.
Var - El subconjunto de las expresiones gue son variables
Const - E1 subrconjuntoc de las expresiones gue son constantes

2.3 Selectores
Sea 1:1ds esaExp, le:List(Exp), IxslList(Var).

- is_var s Exp -->  Bool
i var{crovar{i))=true
para los demas casos se cumple 15,var(a)—false

-— is_const H Exp e Bool
isconsti(cr_const{i))=true
para los deméas cascos se cumple isconst(a)=Talse

- is{abs‘ ‘ H Exp - Bool
is abs(crwabs{lx,e))=true '
para los demas casos se cumple is~abs(a)=false

—— is.appl s Exp -2 Bool
isapplicdeapplie;lel=true
para los demas casos se cumple is_appl(al)=false

Los selectores i1is_var, isconsts isabs e is.appl cumplen con la
propiedad de gue dade una expr951én arbitraria, wuno vy solo unoc de
2llos seré& verdadero:

{is var{e) XOR is consti{e)) XOR (is abs({e) XOR is applie))=true

indent H Exp ~-—-> 1d
indent{cr_ var{i))=1
indent(cr.const(i))=1i



cperator s Exp

operator{cr appl(e,le))=e

ops : Exp
opsf{cre.applie;le))=le

expr : Exp
gexpr(crabs(lxse))=e

vars : Exp
vars(creabs(lxse))=1x

Se aclara gue las funciones indent,

==>  Exp
~=> List{Exp)
—-—> Exp

> List(Var)

operators opsy expr y wvars

indefinidas para ciertos argumentos.

estan
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3. EXPANSION DE EXPRESIONES

Nosotros hemos visto en [1.31 gue si1 © es una constante definida
de aridad (wlsooswn)s ella esta definida explicitamente por una
expresion  saturada b sin otras ocurrencias de variables libres gue no
sean Yls..sxn de aridades wl,...wn respectivamente.

Este capitulo estd dirigido a demostrar gue sl e s una expresion
saturada de la forma clels...en) v C es una constante definida.

entonces © puede siempre ser eliminada de e. BEl proceso de eliminar
una constante definida de una expresion es llamado expansidn de

expresiones.

3.1 Reglas de igusldad definicionsl

1. lLa i1gualdad definicional es una relacidn de equivalencia:

o
i
1]
i
it
M

51 a v © son expresiones de arvidad w vy b una expresidén de aridad
{w) entonces '

-
)

. Beta-conversion



&, Constantes definidas — 81 ¢ es una constante de aridad (wl,.. wn)
v b es una expresidn saturada (arided=@}; sin otras ocurrencias de
variables libres gue no sean wWls..sxun de aridades wl,..swn

respectivamente, entonces se puede plantear la definicidn explicita

Cixls..axn) =3 b

3.2 Expansion de una expresion
Supongames que tenemos una expresion de la forma
(1) clel;..en’ S ]

donde ¢ es una constante definida de aridad (wls..oswn),
Ccixlys..exn) 25 un definiendum con definiens b y 2ls..:8n son
expresiones de aridades wl,..wn, respectivamente. Lon el soporte de
[3.113 las siguientes iguadades son validas

ci{xls..sxn) s=: b Heglas & y & [3.11

(1o .o (C{xly..sxn)) =2 (xls..s%n)b Regla 5 [3.11

o~
(=]

fats
B

c =2 (®ly..oxn)b
Ahora es posible eliminar © de (i) con ayuda de }a igualdad (11i)
clels..sen) s=: ((wls..,sxwn)bl{(els..sen) Regla 4 [3.11]
v por lo tanto
((x1y..oxm)B)(el,..9en) :=: blel,..sen / Xls..;x%nJ
concluysndo
ciels..oen) s=: blel,..sen / xlys..oxn]

Se dice: entonces, gue le expresion ciel;..sen) ha sido expandida
a2 una eguivalente de la forma blels..:2n / %is..sxnl.

2.2 La lizts de definiciones.

Cuando se ha de expandiy une expresion debe ser posible el acceso
3 todas la constantes definidas vy sus definiciones. Por esta razon, se
supone disponible una lists de definiciones.

iy
i
[

defin

]

21 tipo de les definiciones, Def :



Sea i:ld, e:kExp, 1lx:bList{Var).

- cr._def B Id v List(Var) X Exp -> Def
- def _id s Def > 1Id
- defo.id(crdef(i,lxse)))= 1
- det vars H Def --> List(var)
- def_ vars(crodef{i;lxse)l= 1x
- defwexp H Def -> Exp

- def.explcr_def(i,lx,e))= e
La lista de definiciones serd accedida por las siquientes operaciones:

Sea c:Const, b:Exps xls..sxn:Var, d:Def, defs:List{(Def).

is_ def _const ¢ Const x List(Def) -> Bool
- isg_ def.const{c,;defs) = true
si existe una definicion d en defs tal gue
equal (ident(c) ,def_id(d)) = true
fetch_def : Const x List(Def) -> Def
- 81 isdefoconst(c,defs) = true
entonces fetch.defl{c,defs) = d

Yy se cumple gue
equal {ident{c),defid(d)) = true

J.4 Eliminacidn de una constante definida en una expresion.
51 tenemos una expresion de la forma

C(el,,.)en)
donde ¢ 25 una constante definida, cixnl,..sxn) es un definiendum con
definiens by y els..:8n s0n expresiones. entonces se puede sxpandilr
dicha expresidn de la manera expuesta en [3.21:

clel,..en) =2 blel,..sen / xls..sxnld
Esta igualdad indica gque la regla & de formacicon de expresiones

-substitucidon- debe ser aplicada cuande se ha de expandir una
expresion. :

F.4.1 Substitucidn - Con la intencidn de definir una funcidn gue
represente la regla &6 [1.3]1 capaz de evitar colisiones entre los
nombres de variables libres y ligadas, se ha de sequir la estrategis
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de avanzar paso a pasos comenzando por definir una funcion para un
caso simple y restringido de substitucion.

Paso I .- 51 e es una expresion de aridad w,; gue posiblemente contiene
ocurrencias libres de la variable x de aridad v, y es5 una variable de
aridad v gue no ocurre ligada en e, y 51 &7, X7y v’ Son
representaciones de e, %X € y, entonces simple subs{x’,2”,y’ ) puede ser

considerada como una representacion de elx/yJl.
simple_.subs 3 Var x Exp x Mar > Exp

Paso Il .~ 81 & es una expresion de aridad wy, que posiblemente contiene
occurvrencias libres de las wvariables xl,..:xn de aridad vi,..s;vn,

vis..oyn son variables de estas aridades gue no occurren ligades en 2 vy

identixi)<>ident(yk) para todo @didn+l, Y s1 7l e’,yl ‘=on

representaciones de (X1ls.oonxn)s = Y (yls..5vn), entonces

vars_subs{xl,e’svl) puede ser considerada como una representacion de

elylo.osyn 7/ xls..swnl, ‘ '

vars.subs 5 List(Var) x Exp x Listi(var) - > Exp

Pasog III .- Si 2 es una expresison de aridad ws, que posiblemente
contiene ocurrencias libres de las variables xl,..:xn de aridades
Vis.oavits als..san son expresiones de dichas aridades tales gue ningdn
miembro de {(xl,..s:%xn) ocurre libre en aloun miembro de (als..and,
gntonces exps.subsixl;e’;al) puede ser considerada como  una
representacion de elals..san / xls..e¥nl.

expswsulss ¢ List(Var) x Exp x List(Exp) > Exp

Comn el fin de prevenir colisiones entre los nombres de las variables,
exps_subs puede substituilr los nombres de variables ligadas por otros
no utilizedos previamente. Para crear estos nombres s& supone
disponible la operacidn new.ames:

newnamnes s Integer > List{(Var)
- new_names{n) produce una lista de
n variables cuyecs nombres no han sido
previamente utilizados.

Paso IV .- Finalmente, la funcidn subst, que representa la reglae &
£1.31s puede ser definida. Si p 235 una expresion de arided w, gue
posiblemente contiens ccurrencias libres de las variables xl;..:.xn de
aridades vlis...vn y als..san son expresiones de estas aridades
entonces

i

Sea etkxpy, xlynlsbist({Var), elslList(Exp).
subst s List(var) ® Exp x List(Exp) -> Exp

- substixl;esel) = auxwsubstixi,esel,new names(length(xl)))
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where
aux_substi(xl;es,el;nl)=
exps_subs(nl,vars_subs{xl,es;nl),el)

3.4.2 Expand .- Con la funcidn subst definida es posible presentar una
definicion de la funcion expand, gue representa el proceso de expandir

una expresion.

Sea c:Const una constante definida, el:List(Exp), defs:bListi(Def).

expand : Exp x List(Def) -> Exp

- expand(creappl(csel),defs) = subst( defwvars(fetch.defi(c,defs)).,
def..exp(fetch def(c,defs)),

el)
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4, IGUALDAD DEFINICIONAL

4.1 Cuando son iguales dos expresiones de aridad w 7

Las siguientes reglas, segun Nordstr8mfil, hacen posible decidir
cuando dos expresiones arbitrarias de la misma aridad son 1guales.
Utilizaremos la notacidn b — w por "b es una expresion de aridad w', vy
a :=: b - w por "ay b son expresiones lguales de aridad w'.

1. 81 x es una variable de aridad (wls..own) vy

al =3 bl - owl
ad 3= bd - W
an s=: bn - wn
entonces wilals..,an) :=: xibls:..bn) - @

2. 81 x es una constante de aridad (wls;..swn) vy

al =2 bl - wl
ad :=: b W
an :=: bn - wn
entonces x{als..;an) = xi(blsy.sbn) S

3. Si a es wun definiendum (miembro 1i1zguierdo) con definiens

(miembro derecho) by, v b :=: ¢ - @ entonces a = © - @, Del mismo
modo 51 a :=: b -~ @ v b es el definiens de un definiendum cs entonces
a :=: ¢ —~ @,

4. 81 bixrlyanasxn) s=: dixls..snn) - @ donde xxls..s%un son variables
de aridades wls..owny, respectivamente, las cuales no occurren libres en
b o d entonces b =2 d -~ .

lLas reglas 1, 2 y 3 son definlidas para expresiones saturadas (de
aridaed 2). Como solamente variables, constantes primitivas Y
aplicaciones pueden ser expresiones saturadas,; la regla 4 hace posible
la decidibilidad de le igualdad definicional de expresiones no
saturadas ( de aridad (wl,..;wn)) aplicando las reglas 1, 2 v 3 de Ila
siguiente manera:

Para decidir si las expresiones b y d de aridad (wls..own) n>g9 son
iguales, s aplican las reglas 128 v 3 & bixls.eoxn) y d(xls.ecsxn). 51
b{xls..snn) z=: dixl,..,xn) entornces b :=: d.

4.2 Forma reducida de expresiones.

Unae expresidn esta en forma reducida si-s



es una variable o una constante primitiva

- g5 una aplicacion afel,..sen) y el operador a es una variable o
una constante primitiva
- 25 una abstraccion (xls;..sxn)b vy b no es una abstraccaion.
Las expresiones son preferidas en esta forma vya gues aplicando las
reglas presentadas en [4.11, puede decidirse la igualdad definicional
de dos expresioness en cualquiera de los seis casos en gue se
presentan: N
Caso 1.- Ambas expresiones son variables o contantes primitivas.
Caso 2.- Una expresisdn es una variable o una constante primitiva v la
otra s una aplicacidn.
Caspo 3.- Una expresion es una variable o una constante primitiva vy lae
otra es una abstracciodn.
Caso 4.~ OAmbas expresiones son aplicaciones.
LCaso D5.- Una expresion es una aplicacidén vy la otra es una
abstraccidn.
Caso &.- Ambas expresiones son abstracciones.
L Un méetodo para reducir una expresion.
Teorema 3 Existe un método para tranformar una expresion e de aridad w
2 una igual detinicionalmente en forma reducida.
Definicidn I, Lema I y Lema Il seréan utilizados para obtener la forma
reducide de expresioness:
Definicion I.
{alels;..sen))ent+tl,s..sem) 2= alels..;ensentl;..em)
La funcion red_appl representa la definicion I:
Sea esasbExp, 2ll.e12:List(Exp).
redappl H Exp -2 Exp
~ Si e= creapplicroappli(asell),esld)
entonces red.appli(e) = crappl(asconcat(ell,el2))
Lema I. - Regla 3 [3.12 v la Definicidn I sustentan el siguliente lemas
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(%lseanxm)({xn+ls.osxmlb) s=2 (xl;..sxnNexn+ls..oxm)b
FPrueba: las siguientes expresiones son definicionalmente iguales.

(elsacoxm)({xn+l,..sxmdb)

Regle 2 [3.11
(xlyooaxm)C ((xlsoaexm)({xn+ls.ooxmdbl) (Mls.oooxm) )

Definicion 1
(xlaoeosum) {0 (((xIsoopm){{xntlseasxmIB)I(xlsooexn)) Dixn+lsy..oxm)))

Regla o £3.11]

{xls..oxm){(ixn+l,..oxm)b)(xn+l,..oxm))
Regla 9 [3.113

(xls..xwm)b

La funcidn red.abs representa el Lema 1l:

Sea @saskExps ®llsxl2:List(Exp).

red._.abs H Exp - Exp
- 51 e= crwabsi{xll,cr abs{(xl2,a))
entonces red-.abs{(e) = cr.abs{concat{xll.xl);a)l

lLema I1.- Regla 4 ([3.11 (Beta—tnnversion), PDefinicidn I vy Lema I
soportan el siguiente lema: '

n=ks ((Nls.esxmdbl(els..sek) s=: blel;..sek/xls..sxnl
ndk, ({(xly,..sxn)bl(elsy..oek) =3 (blel;..;en/®ily..oxnl)(entl,.. k)
n>ks ({(nlse.oxnibl(els..sek) 2= ({(xk+l;..sxn)bllel,..;ek/xl,..sxnk]

La funcidn beta representa el Lema Il:
Sea b.eskExps xloxllsxl2:list(Var), el.ell;el2slist(Exp).
beta Exp -2 Exp
- B1 & = creepplicr_abs{xlsb)sel)
entonces
si lengthi{xl)=length(el)
entonces betale) = substixlsb,el}
si lengthi(xl) < length(el) y existen
elli;el2 tales gue el=ceoncatiell,eld) vy
length(xl) = length{(ell)
entonces betafe) = cr..appl(substixl,bsell),el)
s1 lengthi(xl) > lengthiel) y existen
x11lsx1l2 tales gue xl=concati{xll.xl2) v

length(xll) = length(el)
entonces betal{e) = (substixlliscreabs{xl&,bl),el)

El siguiente procedimiento {Tabla 4.1) describe un metodo para
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transformar una expresion e de aridad w en una definicionalmente igual
en forma reducida. '

Hasado en este procedimiento, se define la funcidn vedtorm gue
transforma una expresidon en una =guivalente en forma reducidsa, luego
de un numero Tinito de pasos.

Si e es H red_form(e,defs) =

1. - una variable o una e
constante praimitiva. '

Una aplicacion
cuyo operadpr puede ser:

d.a una variable o una e

constante primitiva.
2.b— una constante detinida. redformi{expandi{ie,deis) ,dets)
2.c- una aplicacion. redotormirede.applie) defts)
d.d— una abstraccion. red_form{beta(e),defs)

Una ebstraccidn cuya
expresion puede ser: .
Jd.a- una abstraccidn. red_formi{red_abs{e) ;dets)
A.b—- una variable =

o una constante

c una aplicacion.

FABLA 4.1 - Una descripcion de redotorm.

4.% Un algoritmo pare igualdad definicional.

Hea 21 y e2 dos expresiones arbitrarias de la misma arvidad. Para
decidir si el y e son definicionalmente iguales, se traensforman =i vy
22 a la forma reducidas vy luego se aplican las reglas de igualdad
f4.13 en los seis casos peosibles gque dos expresiones en forma veducide
oresentan:

Caso 1 - Si el y eZd son variables o constantes primitivas de aridad
fwio.oswny, entonces el v =2 son definicionalmente igualss si

elixl,..oun) =3 ed{xly..oxn) -~ @ Regla & L4a.1d
y esta igualdad se cumple si Regla 1 2 (4,13

el vy ed son ambas variables y el = ed
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el y e2 son ambas constantes primitivas y el = ed

donde xl,..sxn son variables de aridad wl,..,wn vespectivamente, que
no ocurren libres en el y ed.

Caso & — ©Si una de las expresiones es una aplicacidn blals..,an) de
aridad (wls..swk); vy la otra es una variable o una constante primitiva
dy entonces el vy e2 son definicionalmente iguales si

elixly..oxk) 2= 22(%xl,..3xk) - @ Regla 4 [4.113

donde %ly..s5%k son variables de aridad wl,..swk respectivamente, oue
no ocurren libres en el vy ed.

Pero

(b{aly..ran)d{xls..onk) s=: blals..sanyXls..sxnk) Definicidn I
Y . .
bBi{aly,..sansxls..enk) v dixls..,;nk) son definicionalmente iguales si1 vy
snlo si ntk=k (n=g@) vy b v d son definiciconalmente iguales { Reglas 1 vy
2 4,11 ). Pero n=¢ no es valido ya gue una aplicacidn tiene al menos
un operandos N>9.
Conclusidn: el y e2 no son definicionalmente iguales.

Caso 3 — Si una de las expresiones es una abstraccion (xls..sxnlb de
aridad (wls..owk)y, vy la otra es una variable o una constante primitiva
de la misma aridad, entonces el y e2 son definicionalmente iguales si

elliyly..syk) s=: egl{yl;..o,yk) - @ Regla 4 [4.11
donde vis..»yk son variables de aridad wls..swk respectivamente, qgue
no ccurren libres en el y ed.

Pero

ell{yls..syk) =3 (@l{yl,..oynm)){yn+l,..yk) Definician I

eliyls.oayk) z=2 (2l{yls..oym) ) {yn+l,..vk) Definicidn I
y si

el{yl,..syn) =3 e2f{yls..oyn) - (wn+lil,..,wk) Regla 3 [3.1]
entonces

(ell{yly..syn)){yn+ls..ovk) H (EE(yl,..,yn))(yn+1,..,yk)

2lf(yls..oyk) s=: e@(yls..syk) — @
el =3 e fwlsoopwib)

Conclusion: el y e2 sen definicionalmente iguales si1 ellyl,..,yk) vy
ed(yly..syk) son definicionalmente iguales.

Caso 4 - Si el:=:d(al,..sam) y el:=:b(gl,..>gn) son ambas aplicaciones
de aridad {(wil,..,wk), entonces el y el son definicionalmente iguales
=1 m=n y si

eliyls..oyk) s=35 e2(yls..syvk) ~ @ Regla 4 [4.17
donde vi;..r,yk son variables de aridaed wly,..,wk respectivamente; que
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no ocurren libres en el o ed.

Pero
eliyls..syk) =3 dial,..sansyls..syk) Definicion I
e2{yls..syk) =3 blals..sanmnsyls..syk) Definicion I
Y
51 g :2=: b Regla 1 o & [a.113
al :=: gl
an :=: gn
vl =32 yi
vk 2=z vyk
sntonces
dials..sansyly.csyk) 2=: blgls..sgnsyls..syk) — @ Regla 3 [&.1]
v .
ell{yl,..syk) =3 e2{(yl,..syk) - @
y .
2@l =3 2 -~ (wl,..wk)

Conclusidgn: el y e son definiciornalmente iguales si m=n vy si
al v bl son definicicnalmente iguales vy
acd v b2 son definicionalmente iguales vy

a & e ® @ ® o ©

am y bn son definicicnalmente iguales.

Caso 3 - Si una de las expresiones es une abstraccion (xi;...xn)d de
aridad (wls..owk)y vy la otra es una aplicacidn, entonces el y ez son
definicionalmente iguales s1i el{yl.:..syk) e2{yl;..syk) SOV

definicionalmente iguales ( procedimiento similar al caso 3 ).
yls..ayk son variables de aridad wls..swk respectivamente; que no
pcurren libres en el o el.

Caso & -~ si ele=z{xl,..s3xn)d v ede=zs{yly..pyrlb SO ambas
abstracciones de aridad (Wl onomwhk) entonces el Y =2 son
definicionalmente iguales si elf{zls;..ozm) vy e2{zls...zm) 1o son
{ procedimiento similar al caso 3 ).

Kr=n,k>=r v m=max{in.,r)

zls..3zm son variables de aridad wls..,wm respectivements, gue no
ocurren libres en 21 o e2.

Obhserve gue no es necesario conocer la aridad de las expresiones para
decidir la 1igualded definicional. Solamente se supone gue las
expresiones son de la misma aridad.

La funcidn def equal.
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La funcidn def_.equal, basada en este algoritmo, es definida para
decidir si dos expresiones de la misma aridad son definicionalmente
iguales:

Sea el;ec:Exp,; defs:List(Def)

def, equal H Exp x Exp x List(Def) -> Bool
- def.equal{red_form(el), redform(ec) sdefs)=true
si el y e2 son definicionalmente iguales
def_equal (redformi(el), red.formi(ed),defs)=false
- si el y e2 no son definicionalmente iguales

T ——
S F T
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